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e à l'émergen
e des réseaux de téléphonie mobile, les opé-rateurs doivent mettre en pla
e des stru
tures de plus en plus perfe
-tionnées pour satisfaire les attentes des 
onsommateurs. En parti
ulier,
es dernières années se développent les réseaux dits de troisième généra-tion, 
apables non seulement de transporter la voix, mais également du
ontenu multimédia tel que de la musique, des pages web et de la vidéo.Pour 
ela, plusieurs normes ont été développées, 
omme par exemplel'UMTS. Une étape importante dans le transport des données est laré
eption au niveau des tours des signaux transmis par les terminauxmobiles. En e�et, la tour reçoit un signal 
omposite formé de l'ensembledes signaux des utilisateurs présents dans la 
ellule ; il faut don
 dé
om-poser 
e signal pour retrouver 
haque signal individuel (démultiplexage),et 
e de manière aussi �dèle que possible. Compte tenu des hypothèsesdu modèle de transmission et de ré
eption, 
ette tâ
he est équivalentemathématiquement au problème de MAX CUT en variables binaires,et don
 NP-di�
ile. Pour réaliser 
e démultiplexage, l'appro
he la plussimple est de faire une re
her
he exhaustive parmi les signaux possibleset de garder 
elui qui maximise la vraisemblan
e. Ce déte
teur est op-timal en résultat, mais demande un temps de 
al
ul exponentiel (deuxpuissan
e le nombre d'utilisateurs 
as à véri�er). Comme un tel tempsde 
al
ul n'est pas utilisable pour du traitement de signal, on fait appelà d'autres méthodes de résolution. Nous utilisons i
i la relaxation Se-midé�nie Positive (SDP) pour obtenir une borne inférieure (relaxation
ontinue) de l'optimum, que nous passons ensuite à un algorithme dere
her
he à voisinage variable (VNS) pour trouver la meilleure solutionpossible (borne supérieure). Nous montrons que 
ette appro
he permetd'obtenir des résultats aussi bons que 
eux trouvés jusqu'à présent surles petites instan
es, et que 
elle-
i permet également de travailler surdes instan
es plus grandes que 
elles atteintes jusqu'à présent.Mots-Clefs. CDMA ; Déte
tion multi-utilisateurs ; Programmation se-midé�nie positive.



2 R. Lopez et A. Lisser1 Introdu
tionCes dernières années ont vu l'émergen
e des systèmes de 
ommuni
ationssans �l, en parti
ulier la téléphonie mobile personnelle. Les premières te
hnolo-gies ont rapidement montré leur limites : les appareils étaient assez gros, lourds,et ne disposaient que d'une autonomie limitée. Les améliorations apportées ontgrandement 
hangé 
ela, l'autonomie passant de environ 2 heures en 
ommuni-
ation à plus de 10 heures, voire plus pour les appareils les plus performants. Ceprogrès est en partie dû à l'évolution du système de 
ommuni
ation, qui, pluse�
a
e, né
essite moins de puissan
e pour obtenir une qualité égale. Cela s'estégalement a

ompagné d'une augmentation des 
apa
ités d'a

ueil (en termesd'utilisateurs simultanés) et de la demande des utilisateurs (le nombre d'abonnésa augmenté de manière très soutenue 
es dix dernières années), et a donné lieuà des problèmes d'optimisation largement étudiés (lo
alisation des bornes relais,a�e
tation des fréquen
es entre les 
ellules...). Les évolutions les plus ré
entesont poussé en
ore plus loin les 
apa
ités des réseaux (débit plus élevé), apportanten plus du transport de la voix et des messages textes la possibilité d'é
hangerdes images, des jeux et de la vidéo (visio
onféren
e, streaming).Pour permettre 
es nouveaux servi
es, il faut une très bonne qualité du signal,et don
 très peu d'erreurs entre 
e qui est émis et reçu. Pour 
ela, les réseauxde Troisième Génération (3G, qui repose sur di�érentes interfa
es radio, UMTS3ou CDMA20004) utilisent une méthode de 
odage visant à diminuer le risqued'erreur de transmission. Une étape importante est au moment de la ré
eptiondu signal par la base, lorsque les signaux de 
ha
un des utilisateurs doivent êtrere
onnus. En e�et, 
eux-
i émettent simultanément, et leur signal arrive sousforme agrégée à la tour, qui doit pouvoir identi�er 
haque signal. Pour 
ela, plu-sieurs méthodes de modulation/démodulation existent.L'étape de démodulation, puis de déte
tion de 
haque signal est don
 
ru
ialepour maintenir la qualité de la 
ommuni
ation. Cette étape est également 
om-plexe, 
ar le signal n'arrive pas dans un état parfait : il y a des interféren
es (du"bruit"), les utilisateurs sont souvent en mouvement et les signaux se réper
utentsur les bâtiments (
e qui produit de l'e�et Doppler), les signaux perdent en puis-san
e ave
 la distan
e par
ourue (a�aiblissement, ou fading) et en�n, tous lesutilisateurs n'émettent pas de manière syn
hrone. Le déte
teur a don
 un travail
omplexe à a

omplir ; il a été montré [12℄ que le déte
teur optimal dans le 
asasyn
hrone est un déte
teur de séquen
es par maximum de vraisemblan
e, oùl'on déte
te les signaux de tous les utilisateurs de manière simultanée, et quele programme d'optimisation asso
ié à 
e déte
teur optimal est rédu
tible à unproblème de MAX CUT (NP-dur).Une possibilité est de relâ
her 
ertaines 
ontraintes pour obtenir un problèmesolvable non linéaire, que l'on peut alors approximer, ou borner. Plusieurs mé-thodes existent alors pour trouver une bonne (pas né
essairement la meilleure)solution au problème initial. Nous nous sommes intéressés à deux di�érentes mé-3 UMTS : Universal Mobile Tele
om. Servi
es4 CDMA : Carrier Division Multiple A

ess



Programmation SDP dans les réseaux 3G 3thodes : d'une part par la relaxation semidé�nie positive [14℄, et d'autre part parune métaheuristique : la re
her
he à voisinage variable [3℄. Le développement de
e do
ument est le suivant : dans une première partie, nous présentons le modèlede 
ommuni
ation étudié, et sa formalisation mathématique ; nous développonsensuite les prin
ipes de la programmation semidé�nie positive, puis dans la par-tie suivante 
eux de la re
her
he à voisinage variable. En�n, nous avons réalisédes simulations a�n de 
omparer l'e�
a
ité de 
es deux méthodes, tant en termede qualité que de 
omplexité en temps de 
al
ul.Les arti
les de référen
e dans l'appli
ation de 
es méthodes sont les travaux deTan et Rasmussen [10℄, et un 
ertain nombre d'arti
les faisant suite développantd'autres métaheuristiques (re
her
he tabou, algorithmes génétiques) ou faisantsuite aux travaux de Tan et Rasmussen sur l'utilisation de la programmationsemidé�nie positive pour déte
ter les symboles5. A notre 
onnaissan
e, il n'y apas d'arti
les utilisant d'une part la re
her
he à voisinage variable ([10℄ se limiteà une re
her
he lo
ale itérative), et simultanément utilisant la programmationsemidé�nie pour améliorer les performan
es de l'algorithme de re
her
he à voi-sinage variable. Les travaux que nous avons réalisés à 
e jour nous ont permisde trouver de bonnes bornes de la fon
tion à optimiser, notamment la bornesupérieure qui s'est révélée être dans de nombreux 
as 
onfondue ave
 le résultatoptimal, et 
e ave
 un gain important en terme de temps de 
al
ul.2 Modélisation du système CDMANous nous intéressons i
i à la modélisation d'un 
anal CDMA, que nousallons présenter et dé
rire. Ensuite nous présenterons les prin
ipes de la déte
tionmulti-utilisateurs dans 
e 
anal et les 
ritères de dé
ision qui y sont liés.2.1 Modélisation du système CDMAOn se base sur un 
anal CDMA partagé par K utilisateurs simultanés, 
ha-
un se voyant attribuer une signature pk(t) de durée T , où T est l'intervalledu symbole. On peut exprimer la signature (
ode d'étalement) de la manièresuivante :
pk(t) =

N−1
∑

n=0

ak(n)p(t− nTc) (1)où {ak(n), 0 ≤ n ≤ N − 1} est une séquen
e de 
ode 
omposée de N 
hipsqui prennent pour valeur {±1} (de manière équivalente, on peut noter ak(n) =
(−1)ck,n , ave
 ck,n une séquen
e binaire de longueur N ; voir en annexe 1 pour unexemple de génération de séquen
e utilisant la méthode des matri
es de Hada-mard), et p(t) est une impulsion de durée Tc, où Tc est le temps de 
hip. On a don

N 
hips par symbole et T = NTc. On suppose que l'énergie utilisée pour 
ha
unedes K signatures est normalisée à un (
'est-à-dire que ‖pk‖

2 =
∫ T

0 p2
k(t)dt = 1).5 Données transmises. On les suppose 
odées sous forme binaire (−1, 1).



4 R. Lopez et A. LisserLes impulsions p(t) (signal d'horloge) peuvent prendre plusieurs formes, parexemple de type re
tangulaire (
ouramment utilisée) :
p(t) =

{

1, si 0 ≤ t < Tc,
0, sinonou bien de type sinusoïdale (plus rare) :

p(t) = sinc

(

2t

Tc

− 1

)

.On dénote la séquen
e des données transmises par l'utilisateur K par {dk(m)},la valeur de 
haque symbole pouvant être 
hoisie de manière uniforme dans l'en-semble D des symboles possibles. Toutes les séquen
es de données sont équipro-bables et 
haque symbole est statistiquement indépendant des autres symboles,ainsi qu'entre les di�érents utilisateurs. On s'intéresse à une séquen
e de lon-gueur arbitraire L. Le signal faible amplitude (low-pass) reçu sur le 
anal pourl'utilisateur k peut alors s'exprimer par :
sk(t) = ck(t) ∗

[

L
∑

i=1

dk(i)pk(t− iT )

] (2)pour 0 ≤ t ≤ (L+1)T , où * est le produit de 
onvolution, et ck(t) la réponse im-pulsionnelle du 
anal (dans C). Le signal 
omposé transmis par les K utilisateurspeut s'é
rire
s(t) =

K
∑

k=1

[

ck(t) ∗

L
∑

i=1

dk(i)pk(t− iT − τk)

] (3)ave
 {τk} les délais de transmissions, qui satisfont la 
ondition 0 ≤ τk ≤ T pour
k = 1, 2, . . . , K. Sans perte de généralité, on pose 0 ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ · · · ≤ τk ≤ T (onordonne les utilisateurs par délai d'arrivée du signal, i.e. le premier utilisateurest 
elui dont le signal arrive le premier). Il s'agit du modèle pour un signalmulti-utilisateurs transmis de manière asyn
hrone. Dans le 
as d'un systèmesyn
hrone, on a τk = 0 pour k = 1, 2, . . . , K.Pour un 
anal non séle
tif de fréquen
e, la bande passante du signal estsensiblement plus faible que la bande passante de 
ohéren
e du 
anal, et les
omposantes multi trajets ne sont alors pas solubles [9℄. Dans 
e 
as, le signal reçuest le signal transmis multiplié par un pro
essus aléatoire à valeurs 
omplexesqui représente les 
ara
téristiques temporelles variantes du 
anal. De plus, si onsuppose que la durée du signal est signi�
ativement plus 
ourte que le temps de
ohéren
e du 
anal, alors le 
anal s'atténue progressivement et les paramètresdu 
anal, l'atténuation et le dé
alage de phase, sont essentiellement 
onstantspendant la durée d'un intervalle de symbole [9℄. Si l'on applique 
es hypothèsesà tous les utilisateurs, alors 
eux-
i ren
ontrent le même 
anal AWGN (AdditiveWhite Gaussian Noise, bruit blan
 additif gaussien). Le signal transmis est alors



Programmation SDP dans les réseaux 3G 5supposé 
orrompu par du bruit blan
 additif gaussien. En 
onséquen
e, le signalreçu peut s'exprimer par
r(t) = s(t) + n(t) (4)où n(t) est le bruit, de varian
e σ2.2.2 Déte
tion des signaux ave
 du bruit blan
 gaussienLa déte
tion des signaux peut être modélisée 
omme un modèle de test de

M hypothèses, où M est le nombre possible de 
ombinaisons de symboles dedonnées d ∈ DLK . Chaque 
ombinaison d dans l'hypothèse Hi est notée di. Letest d'hypothèse peut se modéliser par :
Hi : r(t) = s(t,di) + n(t), 0 < t < T,

di ∈ D
LK , 1 ≤ i ≤M

(5)ave
 s(t,di) le signal sous l'hypothèse Hi, ave
 pour symboles de données di, et
n(t) le bruit blan
 gaussien additif.Le problème est d'observer r(t) et de dé
ider quelle hypothèse est vraie ave
une probabilité d'erreur minimale. On observe r(t), une onde aléatoire en temps
ontinu. La première étape est de la réduire en un ensemble de variables aléatoiresregroupées dans un ve
teur dit ve
teur reçu. Une méthode générale pour obtenirle ve
teur reçu r est par développement en séries [11℄. On a :

r(t) = s(t) + n(t) (6)On développe alors les trois 
omposantes sous forme d'un ensemble de fon
tionsorthonormales, dont on déduit :
rk =

∫ T

0

r(t)φ∗
k(t) dt

=

∫ T

0

[s(t) + n(t)] φ∗
k(t) dt

=

∫ T

0

s(t)φ∗
k(t) dt +

∫ T

0

n(t)φ∗
k(t) dt

= sk + nk

(7)
où rk est le k-ième élément du ve
teur r et φ∗

k(t) la k-ième fon
tion de base,orthonormale, obtenue par exemple par la méthode de Gram-S
hmidt [9℄. Demanière similaire à r, le ve
teur s 
omposé des éléments {sk} est appelé le ve
teurde signal et n le ve
teur de bruit. D'après le théorème de la non-pertinen
e6[15℄, on a seulement besoin de réduire s(t) en un ensemble dis
ret de variables.Comme n(t) est supposé statistiquement indépendant de s(t), la partie de n(t)hors du 
hamp 
ouvert par la représentation en séries de s(t) n'a pas d'e�et6 Un ré
epteur optimal peut ignorer un ve
teur r2 si et seulement si p
r2|r1,s

= p
r2|r1 .



6 R. Lopez et A. Lissersur la déte
tion. Le théorème de la réversibilité7 [15℄ suppose que l'opérationde représentation en séries soit réversible (
'est-à-dire que l'on peut exa
tementretrouver l'input) pour que la statistique soit su�sante.Une statistique su�sante est don
 l'output du �ltre adapté (Mat
hed Filter,noté MF), que l'on note
yk(i) =

∫ (i+1)T+τk

iT+τk

r(t)pk(t− iT − τk) dt

=

∫ (i+1)T+τk

iT+τk

s(t)pk(t− iT − τk) + n(t)pk(t− iT − τk) dt

(8)Sous forme ve
torielle, on obtient [12℄ :
y = RCd + n (9)Ave
 y le ve
teur des séquen
es de bits sortant du �ltre adapté, d le ve
teur desséquen
es de bits envoyés et n le ve
teur des séquen
es de bruit sur le 
anal. Cest une matri
e diagonale 
ontenant les 
oe�
ients de 
anaux des utilisateurs.

R est la matri
e des 
orrélations 
roisées, de dimensions KL×KL. Le ve
teur
n de bruit gaussien a une moyenne nulle et pour matri
e d'auto
orrélation (ave

σ2 = N0/2)

E
[

nnH
]

= σ2R (10)Le déte
teur optimal sur le maximum de vraisemblan
e (MV) 
hoisit une hypo-thèse d̂ de MV, 
ompte tenu du résultat du MF, et suppose une 
onnaissan
eparfaite de C et de R :
d̂ = argmax

d∈D
p(y |d). (11)On travaille dans un 
anal AWGN, la fon
tion de logvraisemblan
e basée sur

p(y |d) peut s'é
rire
F (d) = 2Re{yHCd} − dHCHRCd.En e�et, 
omme n est gaussien et que E(y|d) = RCd, on a

p(y|d) =
1

(π)K‖σ2R‖
× exp

[

−(r−RCd)H(σ2R)−1(r−RCd)
] (12)Le problème du maximum de vraisemblan
e s'é
rit alors :

d̂ = arg max
d∈DKL

1

(π)K‖σ2R‖
× exp

[

−(y −RCd)H(σ2R)−1(y −RCd)
]

d̂ = arg max
d∈DKL

exp
[

−(y −RCd)HR−1(y −RCd)
]

d̂ = arg min
d∈DKL

dHCHRCd− 2Re{yHCd}

(13)7 Ce théorème nous dit que la probabilité minimale d'erreur atteignable n'est pas a�e
-tée par l'introdu
tion d'une opération réversible sur l'output du 
anal. Une opérationest réversible si l'information d'origine peut être exa
tement ré
upérée depuis 
elleayant subi l'opération. C'est un 
orollaire du théorème de la non-pertinen
e.



Programmation SDP dans les réseaux 3G 7Pour mettre en avant les détails de l'appli
ation de la programmation semi-dé�nie positive, nous 
onsidérerons uniquement le CDMA syn
hrone. Dans le
as de 
ommuni
ations syn
hrones, on a τk = 0, et 
haque utilisateur interférantproduit exa
tement un symbole qui interfère ave
 le symbole attendu. Dans le
as d'un 
anal mono-trajet AWGN, il est su�sant de s'intéresser au signal reçuau 
ours d'un intervalle. Quand les 
oe�
ients de 
anal sont réels et les symboles
d sont binaires, i.e., D ∈ {−1, 1}K, le problème d'optimisation pré
édent devient

d̂ = arg min
d∈{±1}K

dTCTRCd− 2yTCd (14)Pour simpli�er l'é
riture et la 
ompréhension de la te
hnique de la program-mation semidé�nie, nous nous 
on
entrerons sur le 
as d'un système syn
hronesur des 
anaux réels ave
 une modulation binaire. Il est possible, au prix d'unenotation 
omplexe, de l'étendre au 
as de la modulation QPSK.3 Programmation SDP et déte
tion multi-utilisateursLe 
hoix d'utiliser la relaxation SDP vient des résultats obtenus pour lesproblèmes de type MAX-CUT, en parti
ulier 
eux de Goemans et Williamson [2℄(et Feige et Goemans [1℄). La relaxation SDP permet en e�et d'obtenir de bonnesbornes (et par 
onséquent, une bonne approximation de la solution optimale parl'algorithme de Goemans et Williamson, ou de Zwi
k [16℄). Pour plus de détails,voir la survey de H Wol
owitz [13℄. On se base sur la formulation 
anal réel -symbole binaire, en posant Q = CTRC, c = Cy et u = d̂. On obtient alors :
u = arg min

u
uTQu− 2cT us.
. u ∈ {−1, 1}n−1

(15)ave
 K = n− 1. Les résultats suivants sont vrais pour n'importe quelle matri
e
Q = QT [6℄. En ajoutant une variable muette redondante un, on peut exprimerle programme pré
édent sous la forme :

[u∗, u∗
n] = arg min

[u,un]

[

uT un

]

[

Q −c

−cT 0

] [

u

un

]s.
.[ u

un

]

∈ {−1, 1}n, un = 1.

(16)Comme la fon
tion de 
oût est symétrique, on n'a pas besoin de maintenir ex-pli
itement que un = 1, on pose alors
L =

[

Q −c

−cT 0

] et x =
[

uT un

]T (17)on reformule alors le problème (15), qui devient
x∗ = arg min

x
xT Lx s.
. x ∈ {−1, 1}n. (18)



8 R. Lopez et A. LisserOn réé
rit la fon
tion obje
tif sous la forme :
xTLx = tr{LxxT }. (19)Pour tout x ∈ {−1, 1}n, la matri
e xxT est semidé�nie positive, ses élémentsdiagonaux sont égaux à 1, et le rang de 
ette matri
e est 1. On pose X = xxT ,telle que X satisfait 
es trois propriétés. Cette é
riture est équivalente à :

X =

[

uuT u

uT 1

] (20)Le programme (18) devient alors :
X∗

1 = arg min
X

tr{LX}s.
. diag(X) = en, rang(X) = 1, X � 0.
(21)où diag(X) est le ve
teur des éléments diagonaux de X et en le ve
teur unitairede dimension n. X � 0 signi�e que X est semidé�nie positive. L'indi
e de X∗

1se rapporte à la 
ontrainte de rang 1. L'équivalen
e entre le programme (18) etle programme (21) est montrée de manière générale dans le Lemme 3.1 de [7℄.Si l'on relâ
he la 
ontrainte de rang, on obtient alors le programme semidé�nisuivant :
X∗ = argmin

X

tr{LX} s.
. diag(X) = en, X � 0. (22)ave
 diag(X) le ve
teur des éléments diagonaux de X.Helmberg a développé un logi
iel, SBmethod mettant en oeuvre la méthodedu Spe
tral Bundle, que nous avons utilisé pour résoudre nos problèmes d'opti-misation. La matri
e de 
oût est 
onstruite sous Matlab, puis passée à SBmethodqui renvoie la matri
e X∗ des solutions appro
hées. Celle-
i nous permet alorsde déduire un ve
teur u∗ de bits reçus par la base. On utilise 
e logi
iel 
ar
elui-
i est adapté à la manipulation de grandes matri
es d'in
onnues, 
onvergerapidement pour 
es grandes matri
es, et exploite notre 
onnaissan
e à l'avan
ede la tra
e de la matri
e solution (tr(X) = n). Par ailleurs, dans la perspe
tived'utilisation de nos résultats dans de problèmes à très grande é
helle (en dehorsdu 
hamp de la déte
tion multi-utilisateur), alors la méthode des fais
eaux per-met de travailler sur des problèmes plus importants que les outils basés sur laméthode des points intérieurs.4 Re
her
he à voisinage variableDans 
ette partie, nous présenterons les prin
ipes de la VNS (pour plus dedétails, se référer aux travaux de P. Hansen [3℄), pour aboutir à nos algorithmesVNS et VNS + SDP.



Programmation SDP dans les réseaux 3G 94.1 PrésentationLa re
her
he à voisinage variable (RVV, ou VNS en anglais) est une métaheu-ristique ré
ente ([3℄, [4℄, [5℄, [8℄) qui exploite l'idée de 
hangement de voisinagetant lors de la des
ente vers des optima lo
aux que pour sortir des vallées qui les
ontiennent. On dé�nit nos voisinages Nk(x) 
omme les ve
teurs x′ se trouvantà distan
e k de x. La distan
e est le nombre de bits de di�éren
e entre le ve
teur
x et le ve
teur x′.La VNS est une métaheuristique qui permet de trouver une borne supérieurede la fon
tion à minimiser. En 
omparant 
ette borne ave
 
elle trouvée par laméthode SDP, on peut voir si on obtient une bonne approximation de la solutionoptimale. L'heuristique VNS utilise les observations suivantes :Obs 1 : Un minimum lo
al dans une stru
ture de voisinage donnée n'en est pasné
essairement un pour une autre.Obs 2 : Un minimum global est un minimum lo
al pour toutes les stru
turespossibles de voisinages.Obs 3 : Pour de nombreux problèmes, les minima lo
aux dans une ou plusieursstru
tures de voisinages sont relativement pro
hes.4.2 Re
her
he à voisinage variableOn peut 
ombiner une re
her
he lo
ale ave
 un 
hangement de voisinagevariable, 
e qui nous donne notre algorithme VNS :Initialisation . On 
hoisit un ensemble de stru
tures de voisinages Nk, ave


k = 1, . . . , kmax, que l'on utilisera lors de la phase de se
ousse, un en-semble de stru
tures de voisinages Nl ave
 l = 1, . . . lmax utilisés lors dela re
her
he lo
ale ; on trouve une solution initiale x que l'on améliore parRVNS ; on 
hoisit une 
ondition d'arrêt ; Dans notre situation, on pose
kmax = 1 et lmax = K, et notre solution initiale est un ve
teur généréaléatoirement.Répéter la séquen
e suivante jusqu'à 
e que l'on atteigne la 
ondition d'ar-rêt (dans notre 
as, un nombre d'itérations Niter) :(1) k ← 1(2) Répéter les étapes suivantes jusqu'à 
e que k = kmax (on ne fait don

ette bou
le qu'une fois) :(a) Se
ousse : on génère un point x′ au hasard dans le k-ième voisinagede x (x′ ∈ Nk(x)) (le voisinage immédiat).(b) Re
her
he lo
ale par VND :(b1) l ← 1(b2) Répéter les étapes suivantes jusqu'à 
e que l = lmax :- Exploration du voisinage : On 
her
he le meilleur voisin x′′ de x′dans Nl(x

′) ;- Se dépla
er ou non : Si f(x′′) < f(x′) alors x′ ← x′′ et l ← 1 ;sinon l← l + 1 (i
i f(u) = uT Qu− 2cTu ; 
.f. (15)) ;(
) Se dépla
er ou non : Si l'optimum lo
al x′′ est meilleur que le pointd'origine x, alors on s'y dépla
e (x← x′′), et on reprend la re
her
hedans N1 (k ← 1) ; sinon on in
rémente k (k ← k + 1).



10 R. Lopez et A. LisserRépéter Niter fois la pro
édure permet de repartir à partir du meilleur pointtrouvé, éventuellement dans di�érentes dire
tions si le point est dans une vallée"profonde". L'algorithme nous renvoie un ve
teur x de bits reçus par la base.4.3 VNS + SDPUne des étapes de la re
her
he VNS, le 
hoix du point initial, se fait ha-bituellement de manière aléatoire, 
e qui peut dans 
ertains 
as donner une
onvergen
e rapide, mais peut également entraîner une perte de temps si l'ona tiré un point situé dans une vallée éloignée de l'optimum re
her
hé. Cela apour e�et de rendre le temps de re
her
he sujet à des variations imprévisiblesde temps de 
al
ul. Une solution pour remédier à 
et e�et est de 
hoisir une so-lution initiale par une autre méthode. Ainsi, nous avons utilisé la méthode SDPpour re
her
her une solution appro
hée que nous arrondissons ensuite (arrondisimple8) (x∗ = sign(u)), à partir de laquelle la re
her
he VNS va opérer. Il fautnoter que l'on ne fait pas une résolution 
omplète en SDP, mais que l'on limite letemps de 
al
ul (les paramètres de SBmethod sont �-te 0.001 -tt 1.2�, qui limitentla pré
ision à 1.10−3 et le temps d'exé
ution à 1.2 se
ondes). L'algorithme ob-tenu est alors quasiment identique au pré
édent, à la di�éren
e que la valeurinitiale n'est plus générée aléatoirement mais obtenue par la méthode SDP. Une�et intéressant est que 
ela diminue le nombre d'itérations Niter né
essaire pour
onverger vers une solution optimale.5 SimulationsNous nous intéressons dans 
ette se
tion au BER (Bit Error Rate), qui, dupoint de vue de l'usager, est l'aspe
t prin
ipal, et nous permet de mesurer laperforman
e de nos di�érentes méthodes de déte
tion. Le BER se dé�nit 
ommele rapport du nombre d'erreurs sur le nombre de bits transmis.
BER =

Nombre d'erreursNombre de bits transmis (23)Nous avons simulé di�érents s
énarios : un premier ave
 K = 10 et N = 32, un
as un peu plus 
hargé ave
 K = 24 et N = 32, un 
as plus déli
at, ave
 K = 48et N = 64 puis N = 96, et en�n un 
as très 
hargé, ave
 K = 60 et N = 64 puis
N = 96. Les deux premiers 
as nous permettent de 
omparer les résultats obtenuspar l'algorithme VNS ave
 
eux obtenus par re
her
he exhaustive9 (noté ML),8 Nos résultats expérimentaux montrent que l'arrondi simple et un algorithme plus
omplexe, tel que 
elui de Goemans et Williamson nous donnent une qualité similaireen terme de log-vraisemblan
e ; on utilise alors 
elui le moins 
oûteux en temps de
al
ul9 Pour le 
as K = 24, la re
her
he purement exhaustive est limitée au 
as où

SNR/dB 6 6, l'évaluation requérant un temps de 
al
ul trop important (près de1000 se
ondes par simulation) pour obtenir une pré
ision statistiquement su�sante(jusqu'à 4000 simulations sont né
essaires) ; dans le 
as où SNR/dB > 6, on a don
pro
édé par approximation asymptotique
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Fig.1. Taux moyen d'erreur dans le 
as peu 
hargé (K = 10)
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Fig. 2. Taux moyen d'erreur dans le 
as moyennement 
hargé (K = 24)et le 
as de l'utilisateur unique [Fig. 1 et 2℄. Les 
as suivants nous permettentde mesurer les performan
es dans des situations plus 
omplexes non étudiéesjusqu'à présent [Fig. 3 et 4℄. Il apparaît que pour les 
as traités par les travauxantérieurs, on obtient des résultats 
omparables en terme de taux d'erreur. Cesperforman
es sont pro
hes des résultats idéaux du 
as où un utilisateur uniqueserait présent, et de 
eux obtenus par re
her
he exhaustive. Pour les 
as plus
hargés, nos algorithmes (VNS et VNS+SDP (noté VNS+)) 
ontinuent d'obtenirde bons résultats. On note toutefois que dans le 
as où la 
apa
ité du 
anal estquasiment saturée, le VNS seul subit une forte dégradation de ses performan
es[Fig 4℄ alors que le VNS+ reste performant. La désaturation (augmentation dela 
apa
ité de N = 64 à N = 96) rétablit la performan
e du VNS.
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Fig. 3. Taux moyen d'erreur dans le 
as plus 
hargé (K = 48)
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Fig. 4. Taux moyen d'erreur dans le 
as plus 
hargé (K = 60)Le temps de 
al
ul de la re
her
he exhaustive est exponentiel ave
 le nombred'utilisateurs (O(2K)) [Fig. 5℄, dès lors que le nombre d'utilisateurs est su�-samment important (K = 13), le temps de 
al
ul par la méthode SDP ou VNSest inférieur, dès que K est grand (K > 16), l'é
art devient signi�
atif (VNS etSDP prennent alors moins de 10% du temps né
essaire à la re
her
he exhaus-tive). Une deuxième série d'évaluation du temps de 
al
ul a été réalisée pour le
as où N = 64 [Fig. 6℄. Celle-
i montre que les performan
es en temps de 
al
uldu VNS+ sont légèrement meilleures que le VNS seul, dès lors que K > 12, etque 
et é
art s'ampli�e dans les 
as les plus 
hargés. Ces résultats sont intéres-sants si on les rappro
he de 
eux 
on
ernant le BER. En e�et, à temps de 
al
ulinférieur, le VNS+ obtient des résultats bien meilleurs que le VNS dans les 
as
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Fig.6. Temps moyen de 
al
ul par instan
e (N = 64)quasi-saturés. Les simulations ont été exé
utées dans l'environnement MATLABsur un ordinateur équipé d'un Pentium 4 (ave
 Hyper-Threading) 2.4 GHz ave
512 Mo de RAM.Une autre mesure de la performan
e de l'algorithme est en terme de logvrai-semblan
e. On peut ainsi voir [Fig. 7℄ que l'é
art entre la borne inférieure trouvéepar SDP et la borne supérieure (l'optimum, en fait, dans les 
as où K ≤ 16)est relativement faible, mais augmente progressivement ave
 le nombre d'utilisa-teurs. Pour les 
as peu 
hargés, 
es deux bornes sont pratiquement 
onfondues.quand le nombre d'utilisateurs augmente, l'é
art entre les deux bornes augmenteprogressivement, mais reste faible (é
art de 4% pour K = 24 et N = 32 pourVNS). Cet é
art reste bon si l'on augmente la 
apa
ité et le nombre d'utilisa-
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Fig. 8. É
art entre la borne supérieure (VNS) et la borne inférieure (SDP) dans lare
her
he du maximum de vraisemblan
e (N = 64)teurs : 3.3% pour le VNS+ lorsque K = 60 et N = 64 [Fig. 8℄ ou N = 96 [Fig.9℄.6 Con
lusionLes travaux e�e
tués jusqu'à 
e jour dans le domaine de la déte
tion multi-utilisateurs reposant sur la programmation semidé�nie sont essentiellement 
euxfaits par Tan et Rasmussen [10℄. Leur méthode de points intérieurs atteint ses
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Fig. 9. É
art entre la borne supérieure (VNS) et la borne inférieure (SDP) dans lare
her
he du maximum de vraisemblan
e (N = 96)limites lorsque le nombre d'utilisateurs est grand, limite que notre appro
he per-met de dépasser. En e�et, il est tout à fait possible, 
omme nous l'étudions, detravailler sur des instan
es où 60 utilisateurs simultanés sont présents, et on peutraisonnablement envisager de l'appliquer pour des instan
es plus grandes. Nosrésultats, bien qu'émanant du domaine spé
i�que de la téléphonie mobile, n'ysont pas limités. Du fait de l'équivalen
e du problème étudié ave
 le problème deMAX CUT, nos résultats (et algorithmes) peuvent se transposer vers d'autresdomaines reposant également sur le MAX CUT, et ré
iproquement. Une ques-tion reste 
ependant ouverte : nos expérimentations nous ont montré que tantl'arrondi simple que l'approximation de Goemans et Williamson donnent unevraisemblan
e pro
he, mais 
e dernier donne des résultats sensiblement moinsbons en terme de BER, 
e qui le rend, pour 
ette utilisation, inexploitable. Nousn'avons pas en
ore déterminé la sour
e de 
et e�et.Notations utilisées
v, noté en minus
ule, est une variable.

C, noté en majus
ule, est une 
onstante.
v, en gras minus
ule, est un ve
teur.
M, en gras majus
ule, est une matri
e.
vT (resp. MT ) est la transposée de v (resp. de M).
vH (resp. MH) est la transposée 
onjuguée de v (resp. de M), pour les ve
teurs(resp. matri
es) 
omplexes.
R (resp. C) est l'ensemble des nombres réels (resp. 
omplexes).
D est l'ensemble des données (les bits ou symboles) transmises possibles.
+,−, /,× sont les opérations usuelles sur les nombres, ve
teurs ou matri
es.
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