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Résumé Face & I'’émergence des réseaux de téléphonie mobile, les opé-
rateurs doivent mettre en place des structures de plus en plus perfec-
tionnées pour satisfaire les attentes des consommateurs. En particulier,
ces derniéres années se développent les réseaux dits de troisiéme généra-
tion, capables non seulement de transporter la voix, mais également du
contenu multimédia tel que de la musique, des pages web et de la vidéo.
Pour cela, plusieurs normes ont été développées, comme par exemple
IPUMTS. Une étape importante dans le transport des données est la
réception au niveau des tours des signaux transmis par les terminaux
mobiles. En effet, la tour regoit un signal composite formé de I’ensemble
des signaux des utilisateurs présents dans la cellule ; il faut donc décom-
poser ce signal pour retrouver chaque signal individuel (démultiplexage),
et ce de maniére aussi fidéle que possible. Compte tenu des hypothéses
du modéle de transmission et de réception, cette tache est équivalente
mathématiquement au probléme de MAX CUT en variables binaires,
et donc NP-difficile. Pour réaliser ce démultiplexage, ’approche la plus
simple est de faire une recherche exhaustive parmi les signaux possibles
et de garder celui qui maximise la vraisemblance. Ce détecteur est op-
timal en résultat, mais demande un temps de calcul exponentiel (deux
puissance le nombre d’utilisateurs cas a vérifier). Comme un tel temps
de calcul n’est pas utilisable pour du traitement de signal, on fait appel
a d’autres méthodes de résolution. Nous utilisons ici la relaxation Se-
midéfinie Positive (SDP) pour obtenir une borne inférieure (relaxation
continue) de Poptimum, que nous passons ensuite a un algorithme de
recherche a voisinage variable (VNS) pour trouver la meilleure solution
possible (borne supérieure). Nous montrons que cette approche permet
d’obtenir des résultats aussi bons que ceux trouvés jusqu’a présent sur
les petites instances, et que celle-ci permet également de travailler sur
des instances plus grandes que celles atteintes jusqu’a présent.

Mots-Clefs. CDMA ; Détection multi-utilisateurs ; Programmation se-
midéfinie positive.
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1 Introduction

Ces derniéres années ont vu I’émergence des systémes de communications
sans fil, en particulier la téléphonie mobile personnelle. Les premiéres technolo-
gies ont rapidement montré leur limites : les appareils étaient assez gros, lourds,
et ne disposaient que d’une autonomie limitée. Les améliorations apportées ont
grandement changé cela, I’autonomie passant de environ 2 heures en communi-
cation a plus de 10 heures, voire plus pour les appareils les plus performants. Ce
progreés est en partie di a I’évolution du systéme de communication, qui, plus
efficace, nécessite moins de puissance pour obtenir une qualité égale. Cela s’est
également accompagné d’une augmentation des capacités d’accueil (en termes
d’utilisateurs simultanés) et de la demande des utilisateurs (le nombre d’abonnés
a augmenté de maniére trés soutenue ces dix derniéres années), et a donné lieu
& des problémes d’optimisation largement étudiés (localisation des bornes relais,
affectation des fréquences entre les cellules...). Les évolutions les plus récentes
ont poussé encore plus loin les capacités des réseaux (débit plus élevé), apportant
en plus du transport de la voix et des messages textes la possibilité d’échanger
des images, des jeux et de la vidéo (visioconférence, streaming).

Pour permettre ces nouveaux services, il faut une trés bonne qualité du signal,
et donc trés peu d’erreurs entre ce qui est émis et regu. Pour cela, les réseaux
de Troisiéme Génération (3G, qui repose sur différentes interfaces radio, UMTS?
ou CDMA2000%) utilisent une méthode de codage visant a diminuer le risque
d’erreur de transmission. Une étape importante est au moment de la réception
du signal par la base, lorsque les signaux de chacun des utilisateurs doivent étre
reconnus. En effet, ceux-ci émettent simultanément, et leur signal arrive sous
forme agrégée a la tour, qui doit pouvoir identifier chaque signal. Pour cela, plu-
sieurs méthodes de modulation/démodulation existent.

L’étape de démodulation, puis de détection de chaque signal est donc cruciale
pour maintenir la qualité de la communication. Cette étape est également com-
plexe, car le signal n’arrive pas dans un état parfait : il y a des interférences (du
"bruit"), les utilisateurs sont souvent en mouvement et les signaux se répercutent
sur les batiments (ce qui produit de l’effet Doppler), les signaux perdent en puis-
sance avec la distance parcourue (affaiblissement, ou fading) et enfin, tous les
utilisateurs n’émettent pas de maniére synchrone. Le détecteur a donc un travail
complexe & accomplir; il a été montré [12] que le détecteur optimal dans le cas
asynchrone est un détecteur de séquences par maximum de vraisemblance, oul
I'on détecte les signaux de tous les utilisateurs de maniére simultanée, et que
le programme d’optimisation associé & ce détecteur optimal est réductible & un
probléme de MAX CUT (NP-dur).

Une possibilité est de relacher certaines contraintes pour obtenir un probléme
solvable non linéaire, que ’on peut alors approximer, ou borner. Plusieurs mé-
thodes existent alors pour trouver une bonne (pas nécessairement la meilleure)
solution au probléme initial. Nous nous sommes intéressés a deux différentes mé-

3 UMTS : Universal Mobile Telecom. Services
* ODMA : Carrier Division Multiple Access
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thodes : d’une part par la relaxation semidéfinie positive [14], et d’autre part par
une métaheuristique : la recherche a voisinage variable [3]. Le développement de
ce document, est le suivant : dans une premiére partie, nous présentons le modéle
de communication étudié, et sa formalisation mathématique ; nous développons
ensuite les principes de la programmation semidéfinie positive, puis dans la par-
tie suivante ceux de la recherche & voisinage variable. Enfin, nous avons réalisé
des simulations afin de comparer ’efficacité de ces deux méthodes, tant en terme
de qualité que de complexité en temps de calcul.

Les articles de référence dans I'application de ces méthodes sont les travaux de
Tan et Rasmussen [10], et un certain nombre d’articles faisant suite développant
d’autres métaheuristiques (recherche tabou, algorithmes génétiques) ou faisant
suite aux travaux de Tan et Rasmussen sur l'utilisation de la programmation
semidéfinie positive pour détecter les symboles®. A notre connaissance, il n’y a
pas d’articles utilisant d’une part la recherche & voisinage variable ([10] se limite
& une recherche locale itérative), et simultanément utilisant la programmation
semidéfinie pour améliorer les performances de I'algorithme de recherche a voi-
sinage variable. Les travaux que nous avons réalisés & ce jour nous ont permis
de trouver de bonnes bornes de la fonction & optimiser, notamment la borne
supérieure qui s’est révélée étre dans de nombreux cas confondue avec le résultat
optimal, et ce avec un gain important en terme de temps de calcul.

2 DModélisation du systéme CDMA

Nous nous intéressons ici a la modélisation d'un canal CDMA, que nous
allons présenter et décrire. Ensuite nous présenterons les principes de la détection
multi-utilisateurs dans ce canal et les critéres de décision qui y sont liés.

2.1 Modélisation du systéme CDMA

On se base sur un canal CDMA partagé par K utilisateurs simultanés, cha-
cun se voyant attribuer une signature py(t) de durée T, o T est lintervalle
du symbole. On peut exprimer la signature (code d’étalement) de la maniére
suivante :

N-1
pr(t) = Y ax(n)p(t — nT.) (1)
n=0

ou {ar(n),0 < n < N — 1} est une séquence de code composée de N chips
qui prennent pour valeur {£1} (de maniére équivalente, on peut noter ax(n) =
(—1)°*n, avec ¢, une séquence binaire de longueur N ; voir en annexe 1 pour un
exemple de génération de séquence utilisant la méthode des matrices de Hada-
mard), et p(t) est une impulsion de durée T, ot T, est le temps de chip. On a donc
N chips par symbole et T'= NT.. On suppose que I’énergie utilisée pour chacune

des K signatures est normalisée & un (c’est-a-dire que ||px||* = OT pi(t)dt =1).

® Données transmises. On les suppose codées sous forme binaire (—1,1).
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Les impulsions p(t) (signal d’horloge) peuvent prendre plusieurs formes, par
exemple de type rectangulaire (couramment utilisée) :

1, si0<t<T,
p(t)—{07 sinon

ou bien de type sinusoidale (plus rare) :

p(t) = sinc (% - 1) .

On dénote la séquence des données transmises par l'utilisateur K par {di(m)},
la valeur de chaque symbole pouvant étre choisie de maniére uniforme dans I’en-
semble D des symboles possibles. Toutes les séquences de données sont équipro-
bables et chaque symbole est statistiquement indépendant des autres symboles,
ainsi qu’entre les différents utilisateurs. On s’intéresse 4 une séquence de lon-
gueur arbitraire L. Le signal faible amplitude (low-pass) recu sur le canal pour

I'utilisateur k£ peut alors s’exprimer par :

L
sp(t) = cx(t) * lz di.(1)pr(t —iT') (2)

pour 0 <t < (L+1)T, ou * est le produit de convolution, et c(¢) la réponse im-
pulsionnelle du canal (dans C). Le signal composé transmis par les K utilisateurs
peut s’écrire

K

s(t) = Z le(t) * Z di (1)pr(t —iT — Tk)‘| (3)

avec {7} les délais de transmissions, qui satisfont la condition 0 < 7, < T pour
k=1,2,..., K. Sans perte de généralité, on pose 0 <71 <79 < --- <7, <T (on
ordonne les utilisateurs par délai d’arrivée du signal, i.e. le premier utilisateur
est celui dont le signal arrive le premier). Il s’agit du modéle pour un signal
multi-utilisateurs transmis de maniére asynchrone. Dans le cas d’un systéme
synchrone, on a 7, =0 pour k =1,2,... K.

Pour un canal non sélectif de fréquence, la bande passante du signal est
sensiblement plus faible que la bande passante de cohérence du canal, et les
composantes multi trajets ne sont alors pas solubles [9]. Dans ce cas, le signal re¢u
est le signal transmis multiplié par un processus aléatoire a valeurs complexes
qui représente les caractéristiques temporelles variantes du canal. De plus, si on
suppose que la durée du signal est significativement plus courte que le temps de
cohérence du canal, alors le canal s’atténue progressivement et les paramétres
du canal, Patténuation et le décalage de phase, sont essentiellement constants
pendant la durée d’un intervalle de symbole [9]. Si I'on applique ces hypothéses
a tous les utilisateurs, alors ceux-ci rencontrent le méme canal AWGN (Additive
White Gaussian Noise, bruit blanc additif gaussien). Le signal transmis est alors



Programmation SDP dans les réseaux 3G 5

supposé corrompu par du bruit blanc additif gaussien. En conséquence, le signal
recu peut s’exprimer par
r(t) = s(t) + n(t) (4)

ot n(t) est le bruit, de variance o2.

2.2 Détection des signaux avec du bruit blanc gaussien

La détection des signaux peut étre modélisée comme un modéle de test de
M hypothéses, ott M est le nombre possible de combinaisons de symboles de
données d € DYE. Chaque combinaison d dans ’hypothése H; est notée d;. Le
test d’hypothése peut se modéliser par :

H; :r(t) = s(t,d;) +n(t), 0<t<T,
dieDE 1<i<M

(5)
avec s(t,d;) le signal sous I'hypothése H;, avec pour symboles de données d;, et
n(t) le bruit blanc gaussien additif.

Le probléme est d’observer r(t) et de décider quelle hypothése est vraie avec
une probabilité d’erreur minimale. On observe 7(t), une onde aléatoire en temps
continu. La premiére étape est de la réduire en un ensemble de variables aléatoires
regroupées dans un vecteur dit vecteur requ. Une méthode générale pour obtenir
le vecteur regu r est par développement en séries [11]. On a :

r(t) = s(t) + n(t) (6)

On développe alors les trois composantes sous forme d’un ensemble de fonctions
orthonormales, dont on déduit :

T
e = / r(£)67.(t) dt
T
_ / [s(£) + n(t)] 5.(¢) dt
T T
- / s(t)oy(t) dt + / n(t)¢(t) dt
0 0

= S + Nk

ou ry est le k-iéme élément du vecteur r et ¢ (t) la k-iéme fonction de base,
orthonormale, obtenue par exemple par la méthode de Gram-Schmidt [9]. De
maniére similaire a r, le vecteur s composé des éléments {si } est appelé le vecteur
de signal et n le vecteur de bruit. D’aprés le théoréme de la non-pertinence®
[15], on a seulement besoin de réduire s(¢) en un ensemble discret de variables.
Comme n(t) est supposé statistiquement indépendant de s(t), la partie de n(t)
hors du champ couvert par la représentation en séries de s(t) n’a pas d’effet

5 Un récepteur optimal peut ignorer un vecteur ro si et seulement si Projri,s = Projry -
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sur la détection. Le théoréme de la réversibilité” [15] suppose que I'opération
de représentation en séries soit réversible (c’est-a-dire que l'on peut exactement
retrouver I'input) pour que la statistique soit suffisante.

Une statistique suffisante est donc output du filtre adapté (Matched Filter,
noté MF), que I'on note

(Z-<|>1)’T~f>7';C
yp(i) = / r(O)pr(t —iT — 1) dt
iTHT1g (8)

(i+1)T+7k
:/ S(t)pk(t—iT—Tk)+n(t)pk(t—iT—Tk) dt
1T +7g

Sous forme vectorielle, on obtient [12] :
y=RCd+n 9)

Avec y le vecteur des séquences de bits sortant du filtre adapté, d le vecteur des
séquences de bits envoyés et n le vecteur des séquences de bruit sur le canal. C
est une matrice diagonale contenant les coefficients de canaux des utilisateurs.
R est la matrice des corrélations croisées, de dimensions KL x K L. Le vecteur
n de bruit gaussien a une moyenne nulle et pour matrice d’autocorrélation (avec
02 = N0/2)

E [nmn"] = 0°R (10)
Le détecteur optimal sur le maximum de vraisemblance (MV) choisit une hypo-
these d de MYV, compte tenu du résultat du MF, et suppose une connaissance
parfaite de C et de R :

~

— _ 11
d argglggp(y |d) (11)

On travaille dans un canal AWGN, la fonction de logvraisemblance basée sur
p(y |d) peut s’écrire

F(d) = 2Re{y"Cd} — d¥ C”RCd.

En effet, comme n est gaussien et que F(y|d) = RCd, on a

p(yld) = W x exp [-(r — RCd)” (¢°R) " (r — RCd)] (12)

Le probléme du maximum de vraisemblance s’écrit alors :

3 _ 1 H/ 2 —1

d= arg drenpa;((L W X exp [—(y — RCd) (0’ R) (y — RCd)}

d= arg max exp [-(y — RCd)”"R™}(y — RCd)] (13)
cDKL

d = arg min d?CYRCd - 2Re{y” Cd}
deDKL
" Ce théoréme nous dit que la probabilité minimale d’erreur atteignable n'est pas affec-
tée par 'introduction d’une opération réversible sur ’output du canal. Une opération
est réversible si 'information d’origine peut étre exactement récupérée depuis celle
ayant subi ’opération. C’est un corollaire du théoréme de la non-pertinence.
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Pour mettre en avant les détails de ’application de la programmation semi-
définie positive, nous considérerons uniquement le CDMA synchrone. Dans le
cas de communications synchrones, on a 7, = 0, et chaque utilisateur interférant
produit exactement un symbole qui interfére avec le symbole attendu. Dans le
cas d’un canal mono-trajet AWGN, il est suffisant de s’intéresser au signal regu
au cours d’un intervalle. Quand les coefficients de canal sont réels et les symboles
d sont binaires, i.e., D € {—1,1}¥, le probléme d’optimisation précédent devient

d=arg min d7’CTRCd-2y’Cd (14)
de{£1}K
Pour simplifier ’écriture et la compréhension de la technique de la program-
mation semidéfinie, nous nous concentrerons sur le cas d’un systéme synchrone
sur des canaux réels avec une modulation binaire. Il est possible, au prix d’une
notation complexe, de I’étendre au cas de la modulation QPSK.

3 Programmation SDP et détection multi-utilisateurs

Le choix d’utiliser la relaxation SDP vient des résultats obtenus pour les
problémes de type MAX-CUT, en particulier ceux de Goemans et Williamson [2]
(et Feige et Goemans [1]). La relaxation SDP permet en effet d’obtenir de bonnes
bornes (et par conséquent, une bonne approximation de la solution optimale par
lalgorithme de Goemans et Williamson, ou de Zwick [16]). Pour plus de détails,
voir la survey de H Wolcowitz [13]. On se base sur la formulation canal réel -
symbole binaire, en posant Q = CTRC, ¢ = Cy et u = d. On obtient alors :

u=argminu?’ Qu —2c’u
" (15)
sc.ue {—1,1}"1

avec K = n — 1. Les résultats suivants sont vrais pour n’importe quelle matrice
Q = Q7 [6]. En ajoutant une variable muette redondante u,,, on peut exprimer
le programme précédent sous la forme :

) =g i ] | B ] )

[u,un Un

5.C. LH e{-1,1}", u,=1. e

Comme la fonction de cotit est symétrique, on n’a pas besoin de maintenir ex-
plicitement que u,, = 1, on pose alors

L= [_?T _OC] et x=[" u,] (17)

on reformule alors le probléme (15), qui devient

x* =argminx’Lx s.c.x € {—1,1}". (18)
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On réécrit la fonction objectif sous la forme :
xTLx = tr{Lxx"}. (19)

Pour tout x € {—1,1}", la matrice xx? est semidéfinie positive, ses éléments
diagonaux sont égaux & 1, et le rang de cette matrice est 1. On pose X = xx’,
telle que X satisfait ces trois propriétés. Cette écriture est équivalente a :

x— | Y] (20

Le programme (18) devient alors :

X7 = argmin tr{LX}
x (21)
s.c. diag(X)=e,, rang(X)=1, X >0.

ou diag(X) est le vecteur des éléments diagonaux de X et e, le vecteur unitaire
de dimension n. X > 0 signifie que X est semidéfinie positive. L’indice de X}
se rapporte a la contrainte de rang 1. I’équivalence entre le programme (18) et
le programme (21) est montrée de maniére générale dans le Lemme 3.1 de [7].
Si 'on relache la contrainte de rang, on obtient alors le programme semidéfini
suivant :

X* = argrr;én tr{LX} s.c.diag(X)=e,, X>0. (22)

avec diag(X) le vecteur des éléments diagonaux de X.

Helmberg a développé un logiciel, SBmethod mettant en oeuvre la méthode
du Spectral Bundle, que nous avons utilisé pour résoudre nos problémes d’opti-
misation. La matrice de coiit est construite sous Matlab, puis passée & SBmethod
qui renvoie la matrice X* des solutions approchées. Celle-ci nous permet alors
de déduire un vecteur u* de bits recus par la base. On utilise ce logiciel car
celui-ci est adapté & la manipulation de grandes matrices d’inconnues, converge
rapidement pour ces grandes matrices, et exploite notre connaissance & ’avance
de la trace de la matrice solution (tr(X) = n). Par ailleurs, dans la perspective
d’utilisation de nos résultats dans de problémes a trés grande échelle (en dehors
du champ de la détection multi-utilisateur), alors la méthode des faisceaux per-
met de travailler sur des problémes plus importants que les outils basés sur la
méthode des points intérieurs.

4 Recherche a voisinage variable

Dans cette partie, nous présenterons les principes de la VNS (pour plus de
détails, se référer aux travaux de P. Hansen [3]), pour aboutir & nos algorithmes
VNS et VNS + SDP.
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4.1 Présentation

La recherche & voisinage variable (RVV, ou VNS en anglais) est une meétaheu-
ristique récente ([3], [4], [5], [8]) qui exploite 'idée de changement de voisinage
tant lors de la descente vers des optima locaux que pour sortir des vallées qui les
contiennent. On définit nos voisinages Ni(x) comme les vecteurs x’ se trouvant
a distance k de x. La distance est le nombre de bits de différence entre le vecteur
x et le vecteur x’.

La VNS est une métaheuristique qui permet de trouver une borne supérieure
de la fonction & minimiser. En comparant cette borne avec celle trouvée par la
méthode SDP, on peut voir si on obtient une bonne approximation de la solution
optimale. L’heuristique VNS utilise les observations suivantes :

Obs 1 : Un minimum local dans une structure de voisinage donnée n’en est pas
nécessairement un pour une autre.

Obs 2 : Un minimum global est un minimum local pour toutes les structures
possibles de voisinages.

Obs 3 : Pour de nombreux problémes, les minima locaux dans une ou plusieurs
structures de voisinages sont relativement proches.

4.2 Recherche a voisinage variable

On peut combiner une recherche locale avec un changement de voisinage
variable, ce qui nous donne notre algorithme VNS :
Initialisation. On choisit un ensemble de structures de voisinages N, avec
k =1,..., knaz, que I'on utilisera lors de la phase de secousse, un en-
semble de structures de voisinages N; avec | = 1,...1,q, utilisés lors de
la recherche locale ; on trouve une solution initiale x que I’on améliore par
RVNS; on choisit une condition d’arrét; Dans notre situation, on pose
kmaz = 1 et lqe = K, et notre solution initiale est un vecteur généré
aléatoirement.
Répéter la séquence suivante jusqu’a ce que I'on atteigne la condition d’ar-
rét (dans notre cas, un nombre d’itérations Ny, :
(1) k<1
(2) Répéter les étapes suivantes jusqu’a ce que k = kj,q, (0n ne fait donc
cette boucle qu’une fois) :
(a) Secousse : on génére un point x’ au hasard dans le k-iéme voisinage
de x (x € Ni(x)) (le voisinage immédiat).
(b) Recherche locale par VND :
(bl) I <1
(b2) Répéter les étapes suivantes jusqu’a ce que | = lynqz :
- Exploration du voisinage : On cherche le meilleur voisin x” de x’
dans N;(x');
- Se déplacer ou non : Si f(x"”) < f(x') alors X’ «— x" et | «— 1;
sinon [ « [ +1 (ici f(u) = u’'Qu — 2c¢’u; c.f. (15));
(¢) Se déplacer ou non : Si optimum local x” est meilleur que le point
d’origine x, alors on 8’y déplace (x <+ x”), et on reprend la recherche
dans Ny (k « 1); sinon on incrémente k (k «— k + 1).
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Répéter Njze, fois la procédure permet de repartir & partir du meilleur point
trouvé, éventuellement dans différentes directions si le point est dans une vallée
"profonde". L’algorithme nous renvoie un vecteur x de bits recus par la base.

4.3 VNS 4+ SDP

Une des étapes de la recherche VNS, le choix du point initial, se fait ha-
bituellement de maniére aléatoire, ce qui peut dans certains cas donner une
convergence rapide, mais peut également entrainer une perte de temps si 'on
a tiré un point situé dans une vallée éloignée de 'optimum recherché. Cela a
pour effet de rendre le temps de recherche sujet a des variations imprévisibles
de temps de calcul. Une solution pour remédier a cet effet est de choisir une so-
lution initiale par une autre méthode. Ainsi, nous avons utilisé la méthode SDP
pour rechercher une solution approchée que nous arrondissons ensuite (arrondi
simple®) (z* = sign(u)), a partir de laquelle la recherche VNS va opérer. 1l faut
noter que ’on ne fait pas une résolution compléte en SDP, mais que I’on limite le
temps de calcul (les paramétres de SBmethod sont “-te 0.001 -tt 1.2”, qui limitent
la précision a 1.1073 et le temps d’exécution & 1.2 secondes). L’algorithme ob-
tenu est alors quasiment identique au précédent, & la différence que la valeur
initiale n’est plus générée aléatoirement mais obtenue par la méthode SDP. Un
effet intéressant est que cela diminue le nombre d’itérations Ny, nécessaire pour
converger vers une solution optimale.

5 Simulations

Nous nous intéressons dans cette section au BER (Bit Error Rate), qui, du
point de vue de l'usager, est 1'aspect principal, et nous permet de mesurer la
performance de nos différentes méthodes de détection. Le BER se définit comme
le rapport du nombre d’erreurs sur le nombre de bits transmis.

Nombre d’erreurs

BER = 2
R Nombre de bits transmis (23)

Nous avons simulé différents scénarios : un premier avec K = 10 et N = 32, un
cas un peu plus chargé avec K = 24 et N = 32, un cas plus délicat, avec K = 48
et N = 64 puis N = 96, et enfin un cas trés chargé, avec K = 60 et N = 64 puis
N = 96. Les deux premiers cas nous permettent de comparer les résultats obtenus
par l'algorithme VNS avec ceux obtenus par recherche exhaustive® (noté ML)

3

® Nos résultats expérimentaux montrent que I'arrondi simple et un algorithme plus
complexe, tel que celui de Goemans et Williamson nous donnent une qualité similaire
en terme de log-vraisemblance ; on utilise alors celui le moins coiiteux en temps de
calcul

% Pour le cas K = 24, la recherche purement exhaustive est limitée au cas ou
SNR/dB < 6, I'évaluation requérant un temps de calcul trop important (prés de
1000 secondes par simulation) pour obtenir une précision statistiquement suffisante
(jusqu’a 4000 simulations sont nécessaires) ; dans le cas oa SNR/dB > 6, on a donc
procédé par approximation asymptotique
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BER moyen

SNR/dB

Fic. 1. Taux moyen d’erreur dans le cas peu chargé (K = 10)

T T T
—&— single user
—&— ML (K=24, N=32)
—&— VNS (K=24, N=32)

BER moyen

4
SNR/dB

F1G. 2. Taux moyen d’erreur dans le cas moyennement chargé (K = 24)

et le cas de l'utilisateur unique [Fig. 1 et 2|. Les cas suivants nous permettent
de mesurer les performances dans des situations plus complexes non étudiées
jusqu’a présent [Fig. 3 et 4]. Il apparait que pour les cas traités par les travaux
antérieurs, on obtient des résultats comparables en terme de taux d’erreur. Ces
performances sont proches des résultats idéaux du cas ou un utilisateur unique
serait présent, et de ceux obtenus par recherche exhaustive. Pour les cas plus
chargés, nos algorithmes (VNS et VNS+SDP (noté VNS+)) continuent d’obtenir
de bons résultats. On note toutefois que dans le cas ou la capacité du canal est
quasiment saturée, le VNS seul subit une forte dégradation de ses performances
[Fig 4] alors que le VNS+ reste performant. La désaturation (augmentation de
la capacité de N =64 & N = 96) rétablit la performance du VNS.
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—#— VNS K=48, N=64
—%— VNS K=48, N=96
—O6— VNS+ K=48, N=64
— 5 VNS+ K=48, N=96 | |

BER moyen

i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
SNR/dB

Fic. 3. Taux moyen d’erreur dans le cas plus chargé (K = 48)

T T T
—6— VNS K=60, N=64
—<— VNS K=60, N=96
—8— VNS+ K=60, N=64
—#— VNS+ K=60, N=96 | §

BER moyen

SNR/dB

F1G. 4. Taux moyen d’erreur dans le cas plus chargé (K = 60)

Le temps de calcul de la recherche exhaustive est exponentiel avec le nombre
d’utilisateurs (O(2K)) [Fig. 5], dés lors que le nombre d’utilisateurs est suffi-
samment important (K = 13), le temps de calcul par la méthode SDP ou VNS
est inférieur, dés que K est grand (K > 16), I'écart devient significatif (VNS et
SDP prennent alors moins de 10% du temps nécessaire & la recherche exhaus-
tive). Une deuxiéme série d’évaluation du temps de calcul a été réalisée pour le
cas ou N = 64 [Fig. 6]. Celle-ci montre que les performances en temps de calcul
du VNS+ sont légérement meilleures que le VNS seul, dés lors que K > 12, et
que cet écart s’amplifie dans les cas les plus chargés. Ces résultats sont intéres-
sants si on les rapproche de ceux concernant le BER. En effet, & temps de calcul
inférieur, le VNS+ obtient des résultats bien meilleurs que le VNS dans les cas
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i i i i i i
10 15 20 25 30 35
Nbr d'utilisateurs

Fi1G. 5. Temps moyen de calcul par instance (N = 32)

Temps/s

i i i i i
10 20 30 40 50 60
Nbr d'utilisateurs

F1G. 6. Temps moyen de calcul par instance (N = 64)

quasi-saturés. Les simulations ont été exécutées dans I’environnement MATLAB
sur un ordinateur équipé d’un Pentium 4 (avec Hyper-Threading) 2.4 GHz avec
512 Mo de RAM.

Une autre mesure de la performance de I'algorithme est en terme de logvrai-
semblance. On peut ainsi voir [Fig. 7] que I'écart entre la borne inférieure trouvée
par SDP et la borne supérieure (I'optimum, en fait, dans les cas ou K < 16)
est relativement faible, mais augmente progressivement avec le nombre d’utilisa-
teurs. Pour les cas peu chargés, ces deux bornes sont pratiquement confondues.
quand le nombre d’utilisateurs augmente, I’écart entre les deux bornes augmente
progressivement, mais reste faible (écart de 4% pour K = 24 et N = 32 pour
VNS). Cet écart reste bon si I'on augmente la capacité et le nombre d’utilisa-
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T
SDP

VNS

—15}

Log-vraisemblance

!
n
=]

251

i i i i i i i i i
6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Nbr d'utilisateurs

F1G. 7. Ecart entre la borne supérieure (VNS) et la borne inférieure (SDP) dans la
recherche du maximum de vraisemblance (N = 32)
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Log-vraisemblance
1
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o

!
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=]

60|

70 i i i i
10 20 30 40 50 60
Nbr d'utilisateurs

F1G. 8. Ecart entre la borne supérieure (VNS) et la borne inférieure (SDP) dans la
recherche du maximum de vraisemblance (N = 64)

teurs : 3.3% pour le VNS+ lorsque K = 60 et N = 64 |Fig. 8] ou N = 96 |Fig.
9.

6 Conclusion

Les travaux effectués jusqu’a ce jour dans le domaine de la détection multi-
utilisateurs reposant sur la programmation semidéfinie sont essentiellement ceux
faits par Tan et Rasmussen [10]. Leur méthode de points intérieurs atteint ses
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-50

SDP
VNS+

54t \

Log-vraisemblance

—64 i i i i i
48 50 52 54 56 58 60
Nbr d'utilisateurs

F1G.9. Ecart entre la borne supérieure (VNS) et la borne inférieure (SDP) dans la
recherche du maximum de vraisemblance (N = 96)

limites lorsque le nombre d’utilisateurs est grand, limite que notre approche per-
met de dépasser. En effet, il est tout a fait possible, comme nous I’étudions, de
travailler sur des instances o 60 utilisateurs simultanés sont présents, et on peut
raisonnablement envisager de l'appliquer pour des instances plus grandes. Nos
résultats, bien qu’émanant du domaine spécifique de la téléphonie mobile, n’y
sont pas limités. Du fait de ’équivalence du probléme étudié avec le probléme de
MAX CUT, nos résultats (et algorithmes) peuvent se transposer vers d’autres
domaines reposant également sur le MAX CUT, et réciproquement. Une ques-
tion reste cependant ouverte : nos expérimentations nous ont montré que tant
I’arrondi simple que ’approximation de Goemans et Williamson donnent une
vraisemblance proche, mais ce dernier donne des résultats sensiblement moins
bons en terme de BER, ce qui le rend, pour cette utilisation, inexploitable. Nous
n’avons pas encore déterminé la source de cet effet.

Notations utilisées

v, noté en minuscule, est une variable.
C, noté en majuscule, est une constante.
v, en gras minuscule, est un vecteur.
M, en gras majuscule, est une matrice.
v (resp. MT) est la transposée de v (resp. de M).
v (resp. M) est la transposée conjuguée de v (resp. de M), pour les vecteurs
(resp. matrices) complexes.
R (resp. C) est I’ensemble des nombres réels (resp. complexes).
D est I'ensemble des données (les bits ou symboles) transmises possibles.
+,—,/, X sont les opérations usuelles sur les nombres, vecteurs ou matrices.
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% est le produit de convolution pour deux fonctions, c’est-a-dire la multiplica-
tion des transformées de Fourier : f* g = TF~YTF(f) x TF(g)), avec TF la
transformée de Fourier et TF~! la transformée de Fourier inverse.
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